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ABSTRAKT: Artykul zawiera opis fragmentu badan majacych na celu analize i opisanie
sposobow rozwigzywania pewnej grupy zadan matematycznych z wykorzystaniem na-
rzedzi IT oraz metodg klasyczng przez studentéw - przysztych nauczycieli matema-
tyki. W artykule tym opisany zostal przebieg pracy dwdch studentéw nad jednym za-
daniem. Okres zbierania materialu badawczego trwal trzy lata. W tym czasie 17 studentéw
(po kilku w kazdym kolejnym roku trwania badan) kierunku nauczycielskiego na Wy-
dziale Matematyki i Informatyki UAM w Poznaniu podjeto probe rozwigzania 8 roz-
nych zadan dwoma sposobami - z wykorzystaniem narzedzi IT oraz bez nich. W pracy
podjeto probe odpowiedzi na pytania: Czy studenci, przyszli nauczyciele matematyki,
potrafig wykorzysta¢ narzedzia IT do rozwigzania zadan trudnych? Czy potrafia z ich
pomocy odkry¢ pomyst na rozwigzanie zadania? Czy postepuja w taki sam sposob, roz-
wigzujac zadania z uzyciem IT oraz metoda klasyczna? Czy sa gotowi do organizowa-
nia procesu uczenia si¢ i nauczania nastawionego na odkrywanie matematyki na dro-
dze rozwigzywania zadan nietypowych?
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PODSTAWY TEORETYCZNE

Bez wzgledu na wiek, matematyki uczymy sie zawsze tak samo — na drodze rozwia-
zywania zadan matematycznych. Przed kazdym uczniem stawiane sg rézne typy zadan,
ktére oprécz wprowadzenia, utrwalenia lub odkrycia tresci matematycznych majg na
celu sprowokowanie lub uksztaltowanie umiejetnosci i aktywnosci typowych oraz spe-
cyficznych dla pracy matematyka. ,,R6zne zadania ksztalcg bowiem rézne funkcje
mys$li, rézne umiejetnosci, z réznych stron o$wietlajg teorie i poglebiaja jej rozumie-
nie, sprzyjaja przyswajaniu uczniom réznych elementéw matematycznej metody, roz-
nymi sposobami utrwalaja wiadomodci i ¢wiczg sprawno$ci matematyczne” (Kry-
gowska, 1977, s. 14). Czy dobdr zadan do realizacji na lekcji matematyki jest wynikiem
analizy wszystkich mozliwych do osiagniecia przez ucznia umiejetnosci? To rzadkos¢,
matematyka na lekcji to zestaw kolejnych zadan zaproponowanych przez autoréw pod-
recznikow (Czajkowska, Orzechowska, 2013) i z tego wtasnie powodu uczniowie nie
majg szans lub maja je rzadko, by zmierzy¢ si¢ z zadaniami nietypowymi, ktdre stano-
wig — jak pisze Krygowska - ,zadania pozornie nie majace bezposredniego zwigzku
z materialem programowym, ale w istocie rzeczy niezwykle cenne dla rozwoju zainte-
resowan ucznia i wprowadzenia go w matematyczne myslenie” (1977, s. 15).

Ze wzgledu na cele i zadania stojace przed wspolczesng dydaktyka matematyki is-
totnym jest podzial zadan matematycznych na:

- ¢wiczenia,

- zwykle zastosowania teorii,

- problem'.

Cwiczenia maja na celu opanowanie operacji matematycznych wystepujacych czesto
w rozwigzywaniu innych, bardziej ztozonych zagadnien (np. operacje numeryczne, al-
gebraiczne, sporzadzanie rysunkow czy wykreséw). Praca nad nimi to najczesciej do-
skonalenie szybkiej, wstepnej analizy sytuacji, jasna $wiadomo$¢ celu, wykonanie okres-
lonych operacji. Zadanie tego typu eksponuje w sposéb szczegolny sprawnos¢ techniczng
i mechanizacje pewnych operacji przy malym zaangazowaniu myslenia ucznia i waskim
zakresie wykorzystywanej teorii.

Stosujac zadania typu zwykle zastosowania teorii, utrwalamy zastosowanie wiado-
mosci w przypadkach standardowych ze wzgledu na tres¢ i metode oraz poglebiamy ro-

! Charakterystyka typow zadan zostata opracowana na podstawie (Krygowska, 1977, s. 20-38).
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zumienie teorii. Wyrazne jest tu ukierunkowanie poszukiwania rozwigzania, plan roz-
wigzania mozna poda¢ a priori. Zadanie jest na og6t zamkniete ze wzgledu na dane, po-
prawne rozwigzanie jest jednoznaczne. Wybdr metody jest narzucony przez sfor-
mulowanie zadania i przydzial do okre§lonego dzialu programu nauczania. Do
rozwiazania takiego zadania wystarcza racjonalne wykorzystanie réznych elementéw
teorii (definicji, twierdzen i wzordéw) oraz wzorcéw analogicznych zadan. Moze ono
wymaga¢ inwencji ze strony ucznia i wnikliwosci w dokonywaniu przegladu znanych
twierdzen, a takze zréznicowanej aktywnosci i samodzielnosci.

Celem zadan typu problem jest pobudzenie badawczej postawy u ucznidw, wszech-
stronna eksploracja wiedzy i wzbogacenie jej o nowe elementy. W procesie rozwigza-
nia zadan tego typu brakuje jednoznacznego ukierunkowania nastepujacych proceséow:

- poszukiwania rozwigzania (rozpoczyna si¢ na ogét od prébnych krokéw i mate-

matycznie niesprecyzowanych rozwazan);

- przebiegu rozwigzywania;

- sprawdzenia, czy uzyskane rozwigzanie jest poprawne i jedyne.

Zadanie jest otwarte ze wzgledu na: dane (niepelne, zbedne), metode, kierunek de-
dukeji i mozliwe wnioski. Rozwigzanie problemu wymaga inwencji, pomystowoéci i ma-
tematycznej wyobrazni, niewystarczajaca jest wiedza, sprawno$¢ techniczna i doswiad-
czenie w rozwigzywaniu typowych zadan. Angazuje rozwiazujacego gleboko i wszech-
stronnie. Wymaga dobrej znajomosci teorii i opanowania pewnych technik myslenia.

Wyrdznione zadania nie stanowig oczywiscie klasyfikacji. Roznice i granice po-
miedzy nimi nie s ostre i zdecydowanie od poziomu wiedzy i umiejetnoéci ucznia za-
lezy to, czy dane zadanie bedzie dla niego problemem, zwyktym zastosowaniem teorii,
czy tylko ¢wiczeniem. Istotne, by te glebsza role zadan matematycznych uswiadamia¢
przyszlym nauczycielom w procesie przygotowania do zawodu. Najtrudniejsza rzecza
na pewno jest przygotowanie studenta (za chwile nauczyciela) do samodzielnego roz-
wigzywania zadan typu problem, wymagajacych ogromnej wiedzy i umiejetnoséci w za-
kresie samej matematyki, a takze samodzielno$ci i otwartosci w stawianiu pytan oraz
poszukiwaniu odpowiedzi na nie z wykorzystaniem réznych metod pracy. Z zadaniem
typu problem, zadaniem nietypowym, zwykle jest tak, ze pomyst na jego rozwigzanie
nie pojawia si¢ w trakcie czytania tresci zadania, jak to jest w przypadku pozostatych
dwdch typéw zadan. Jak zatem rozwigza¢ takie zadanie? Jak znalez¢ pomyst na jego
rozwiazanie? Jak nauczy¢ przyszlych nauczycieli radzenia sobie z zadaniami — proble-
mami, by oni pdzniej nauczyli tego swoich uczniow?

W matematyce samodzielne dociekanie jest zawsze mozliwe i sensowne, niestety
czeste niepowodzenia w tym zakresie moga zniecheci¢, a nawet bezpowrotnie zrazic.
Alan Schoenfeld, doswiadczony badacz metody rozwigzywania zadan matematycz-
nych, uczen Georga Polya, pisze: ,W ciaggu swojej kariery zawodowej kazdy rozwigzu-
jacy zadanie ksztaltuje swdj osobisty styl i swoje indywidualne metody. Doskonalenie
w systematycznym uzywaniu tych metod jest czgsto powolnym i bolesnym procesem,
ktory dojrzewa latami, jezeli w ogdle dojrzewa” (Schoenfeld, 1980, s. 11). Warto zatem
uswiadomi¢ sobie, jakie sa mozliwe zabiegi i drogi rozumowania w procesie rozwiazy-
wania nietypowych zadan matematycznych.
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Pomysl - bez niego trudno o rozwigzanie zadania typu problem, bo jak juz wczes-
niej zaakcentowano, jest to zadanie nietypowe, otwarte na metode, wymagajace twor-
czej postawy od rozwigzujacego. ,,Pomyst, przychodzi nam po prostu do gtowy, nie
wiadomo skad. Nie pochodzi on z naszej swiadomosci, nie przychodzi réwniez z ze-
wnatrz poprzez nasze zmysly. Pomysl jednakze musi skad$ pochodzi¢, powiedzmy
przeto: pochodzi on z pod$wiadomosci” — pisze B.L. van der Waerden (1966, s. 55) i da-
lej wspomina stowa Hadamarda - ,,Kiedy obudzil mnie gwaltownie ze snu hatas z ze-
wnatrz, zjawilo si¢ nagle dawno poszukiwane rozwigzanie, ktére nadeszto z zupelnie
nieoczekiwanej strony bez zadnego, cho¢by najkrétszego udzialu mysli. Przezycie to
byto zupelnie w swoim rodzaju i niesamowite” (Waerden, 1966, s. 55). Podswiadomo$¢
- zdaniem psychologéw - jest olbrzymim magazynem pamieci, w ktorym znajduja si¢
$§lady wszystkich naszych dotychczasowych do$wiadczen (Majewska-Opietka, 2012).
Dos$wiadczenia te wlasciwie wykorzystane, czgsto w procesie dlugiego, zmudnego
i ukierunkowanego poszukiwania, a czasem w chwili namystu, innym zas$ razem po
przerwie od podjecia proby rozwigzania problemu, powinny doprowadzi¢ do odkrycia
pomystu na rozwigzanie zadania.

Wydawa¢ by sie¢ moglo, ze duza liczba rozwigzanych zadan nietypowych stanowi
klucz do sukcesu przy odnajdywaniu pomystu na rozwigzanie kolejnego trudnego za-
dania matematycznego. Okazuje si¢ jednak, ze: ,Nawet produkt wielu godzin pracy
i przemyslen moze by¢ bezpowrotnie stracony, jesli sie¢ polaczen wiazaca te nowo prze-
mysélane idee z innymi jest staba” (Schoenfeld, s. 14). A zatem nie wystarczy nauczy¢ si¢
na pamieé, nie wystarczy by¢ wytrwalym, konieczna jest nieustanna refleksja oraz
umiejetnos¢ zadawania sobie pytan oraz stosowania narzedzi i metod heurystycznych.
To z pewnoécig trudne, ale nie niemozliwe. G. Polya (1964) w swoim dziele Jak to roz-
wigza(? przekonuje, zZe nie wynik zadania jest najwazniejszy, ale odnalezienie i zrozu-
mienie wszystkich mozliwych sposobdw jego rozwigzania.

W efekcie wielu lat pracy Polya stworzyl plan rozwigzywania zadan typu problem.
Najwazniejsze jego etapy to:

1. Zrozumienie zadania;

2. Ukladanie planu rozwigzania;

3. Wykonanie planu;

4. Rzut oka wstecz.

W kroku pierwszym oczekuje sie od rozwigzujacego zadanie, by uswiadomit sobie,
czy zna i rozumie pojecia, czy rozumie pytania, czy potrafi wyr6zni¢ elementy istotne
dla uruchomienia procesu poszukiwania rozwigzania, takie jak dane, niewiadome i wa-
runki. Ukladanie planu moze by¢ bardzo diugim procesem, bo w tym miejscu wiasnie
potrzebujemy pomystu na rozwiazanie. Warto zada¢ sobie pytanie: Czy znamy jakies
pokrewne zadanie? Jezeli nie znasz, sprobuj je sformulowac i rozwigzaé. A jezeli i to
nie pomaga, moze moglbys rozwigza¢ tylko czes¢ zadania, rozpatrzy¢ inne dane. Na-
stepnie nalezy wykonac¢ plan, a to jest juz znacznie tatwiejsze. Istotne, by zadba¢ o po-
prawne wykonanie kazdego kroku postepowania. Plan mozna zrealizowa¢ na drodze
trzech réznych sposobéw postepowania — wnioskowania empirycznego, rozumowania
intuicyjnego badz formalnego, o czym dokladniej bedzie w dalszej czesci artykutu.
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Ostatnim krokiem jest ,,rzut oka wstecz”, najczesciej opuszczana faza w procesie roz-
wigzywania zadan typu problem. ,Spogladajac wstecz na otrzymane rozwiazanie, po-
nownie rozpatrujac i analizujac wynik i droge don prowadzacg, mogliby utwierdzi¢ swoja
wiedze i rozwing¢ swoje zdolnoséci do rozwigzywania zadan” — wspomina Polya (1964,
s. 35). Zawsze nalezy sprawdzi¢ poprawno$¢ otrzymanego wyniku, zawsze nalezy spraw-
dzi¢ poprawnos¢ wykonanych krokéw w procesie rozwigzania. Cheac rozwingé i utrwa-
li¢ swoja metode matematyczng, powinnismy przedyskutowaé inne pomysly na roz-
wigzanie zadania, a takze zastanowic sig, do jakiego innego problem czy nawet prostszego
zadania mozna by wykorzysta¢ otrzymany wynik lub uzyta metode rozwigzania.

O tym, jak wazne jest prowokowanie uczniéw, i to od najmtodszych lat, do rozwia-
zywania zadan typu problem lub nietypowych zadan z tekstem pisze w swojej ostatniej
ksigzce Zbigniew Semadeni: ,,Najbardziej skuteczng metoda ksztalcenia myslenia ma-
tematycznego jest stawianie dzieci wobec odpowiednio dobranych probleméw” (2015,
s. 146), i dalej: ,Badania prowadzone w réznych krajach potwierdzaja dawniejsze spo-
strzezenia, ze spora cze¢$¢ uczniow (na réznych szczeblach edukacyjnych) ma wdruko-
wane falszywe mniemanie, ze kazde zadanie matematyczne ma tylko jedno poprawne
rozwigzanie. Jest to wynik silnie zakorzenionego w tradycji szkolnej sposobu organizacji
lekeji matematyki, przy ktéorym nauczyciel podaje przykladowe zadanie, obja$nia, jak
nalezy je rozwigzaé, po czym daje serie podobnych zadan” (2015, s. 81).

Realizacja planu rozwigzania zadania to formalno-intuicyjna mys$l matematyczna
majaca doprowadzi¢ rozwigzujacego do uzyskania poprawnego wyniku. Wnioskowa-
nie empiryczne na poziomie nauczania szkolnego to formutowanie hipotezy matema-
tycznej na podstawie:

— obserwacji i doswiadczenia w konkretnej fizycznej przestrzeni, ktére w rezultacie
matematyzacji wystepujacych stosunkéw opisane zostaje z uzyciem terminéw ma-
tematycznych lub

- indukeyjnych préb juz w zakresie samej matematyki.

Rozumowanie ucznia traktowane jest jako intuicyjne w dziedzinie matematyki,
jezeli w toku rozwigzywania jakiego$ zagadnienia:

- postuguje si¢ przede wszystkim wyobraznia, tj. obrazami poje¢, ktdre rozwaza,

niezaleznie od ich formalnych definicji i

- przeprowadza skrétowe rozumowania oparte na oczywistych dlan przestankach
niezaleznie od ich wywiedlno$ci w ramach danego uktadu albo

- formutluje hipotez¢ matematyczng opartg na dostrzezonych analogiach, odpo-
wiednio$ciach, odwzorowaniach lub

- uzasadnia swe wnioski nie zanalizowang dokladniej rekurencja.

Wreszcie rozumowanie ucznia uznamy za formalne, jezeli:

- zdaje on sobie sprawe z przyjetej podstawy dedukcji i

- $wiadomie w toku rozwigzywania zagadnienia stara si¢ kazdy z kolejnych wnio-
skow mozliwie precyzyjnie wywies¢ z uznanych juz poprzednio w danym ukfadzie
twierdzen i definicji;

- korzysta prawidtowo z definicji, a wiec uzywa terminu definiowanego tylko w sen-
sie nadanym mu przez t¢ definicje, oraz rozumie, ze nowy termin moze wprowa-
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dzi¢ do swych rozwazan po wyjasnieniu jego znaczenia tylko za pomoca termi-
néw poprzednio juz wprowadzonych i

- korzysta prawidiowo z twierdzen, to jest odrywa tez¢ dopiero po doktadnym
skontrolowaniu, czy w danym przypadku sa spetnione zalozenia (Krygowska, 1977,
s. 144-145).

Oczywiscie rzadko bywa tak, ze rozumowanie matematyczne jest w pelni czystym,
tylko jednym sposobem myslenia sposréd trzech wyzej wymienionych. Nawet proces
mys$lenia matematyka-naukowca nie jest pozbawiony intuicji, czy tez prob empirycz-
nych, mimo iz ostatecznie ukazany jest w czystej formalnej postaci. Przyja¢ zatem na-
lezy, Ze myslenie matematyczne ucznia zazwyczaj bywa splotem wszystkich wyzej wy-
mienionych typéw rozumowan.

W procesie rozwigzywania zadan matematycznych typu problem ogromny wplyw
na odnalezienie pomystu na jego rozwigzanie, a potem na zastosowanie odpowiedniego
typu rozumowania ma narzedzie uzyte w procesie pracy nad zadaniem. Jednym z ta-
kich narzedzi moze by¢ kalkulator graficzny, czy tez program komputerowy, przy po-
mocy ktorego mozemy miedzy innymi zwizualizowaé problem, wykonaé wiele po-
prawnych préb w bardzo krétkim czasie, czy tez w ostatecznosci sprawdzi¢ poprawno$é
wykonanego zadania, u§wiadamiajac sobie koniecznos¢ wyboru jednak innej drogi
pracy (Juskowiak, 2004; Juskowiak, 2010).

Z dotychczas przeprowadzonych badan wynika, ze wykorzystanie kalkulatoréw gra-
ficznych oraz innych narzedzi IT moze poprawi¢ rozumienie poje¢ matematycznych,
szczegolnie pojecia funkeji (Dunham, 2000; Demana, Waits, 1992). Uczniowie korzys-
tajacy na przyklad z kalkulatora plasujg si¢ na wyzszym poziomie rozumienia graficz-
nych przedstawien danych, potrafig lepiej taczy¢ wykresy z réwnaniami, potrafig lepiej
interpretowac i odczytywa¢ informacje graficzne. W wyniku badania wiekszej liczby re-
prezentantow dysponuja szersza baza przykladow funkcji, lepiej rozumiejg zwiazki po-
miedzy reprezentacjami graficzng, algebraiczng i numeryczng. Kalkulatory graficzne
i programy komputerowe pomagaja ponadto w rozszerzaniu pojecia i znaczenia liczb
oraz w umacnianiu rozumienia operacji arytmetycznych (Dunham, 2000; Griffith,
2000; Demana, Waits, 1992).

Jakie efekty przynosi zastosowanie narzedzi IT podczas rozwigzywania zadan?
H. Kakol w jednym ze swoich artykuléw pisze: ,Kalkulator pozwala odkry¢ inne
aspekty zadania, zobaczy¢ caly szereg innych probleméw matematycznych, ktére przy
tradycyjnym rozwigzywaniu umykajg naszej uwadze, a czesto sg w ogdle niemozliwe do
zauwazenia. Stawiaja rozwigzujacego w innej roli. Nie jest on juz tylko wykonawca
okreslonego polecenia, ale staje si¢ odkrywca swojej wlasnej matematyki” (Kakol, 1996,
s. 152). Badania pokazuja, ze wykorzystanie kalkulatora moze prowadzi¢ do poprawy
umiejetnosci rozwigzywania problemdéw matematycznych. Uczniowie wowczas mniej
muszg si¢ koncentrowaé na przypominaniu sobie wzordéw i schematow obliczeniowych,
a wiecej na wladciwym procesie rozwigzywania problemu (Dunham, 2000; Kutzler,
2000; Demana, Waits, 1992). Zauwazono ponadto, ze uczniowie pracujac z kalkulato-
rem majg bardziej elastyczne podejscie do rozwigzywania problemow, bardziej angazuja
sie w rozwigzywanie zadan i pdzniej si¢ poddaja w przypadku niepowodzenia. Roz-
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wigzuja nietypowe zadania, ktorych nie da si¢ rozwigzac za pomocg metod algebraicz-
nych (Dunham, 2000; Demana, Waits, 1992; Demana, Waits, 2000).

Doé¢ duzg role moga spetnia¢ kalkulatory i programy komputerowe w wyrabianiu
u uczniéw umiejetnosci przeprowadzania rozumowan matematycznych, a szczegdlnie
wezeéniej juz scharakteryzowanego rozumowania empirycznego. Kalkulator umozliwia
szybkie i dokladne wykonanie wielu préb matematycznych, a uczniowi pozostawia za-
obserwowanie pewnych prawidfowosci i sformutowanie hipotezy matematycznej (Kakol,
1987). Z przeprowadzonych przez dydaktykéw obserwacji wynika, ze zastosowanie kal-
kulatoréw graficznych usprawnia i udoskonala rozumowanie matematyczne, wpaja
uczniom umiejetnos¢ racjonalnego wnioskowania (Demana, Waits, 1992).

Istotna i najczesciej doceniang przez nauczycieli funkcja narzedzi IT jest graficzna
ilustracja danych algebraicznych i numerycznych, czyli wizualizacja. Kalkulatory gra-
ficzne i programy komputerowe pomagaja uczniom w wizualizacji probleméw, uspraw-
niajg lepsze i szybsze sporzadzanie wykresow, z ktérych mozna uczy¢ si¢ matematyki.
Wykresy generowane za pomocg nowej techniki moga postuzy¢ do nauczania waznych
zagadnien matematycznych. Jeszcze do niedawna mozliwo$¢ rysowania wykresow bar-
dziej ztozonych funkcji pojawiala si¢ po rachunku rézniczkowym. Teraz mozna bez
wprowadzania tak zaawansowanej teorii obejrze¢ wykresy takich funkeji (Legutko,
1990; Demana, Waits, 1992).

Praca z uczniem zdolnym oraz z uczniem osiagajacym stabe wyniki z matematyki
jest ostatnio tematem wielu eksperymentéw i rozwazan. By¢ moze kalkulator pozwoli
rozwiazaé wiele probleméw z tym zwiazanych. B. Kutzler zauwaza mozliwo$¢ budo-
wania z pomocg kalkulatora tzw. ,rusztowania” (scaffolding) nad niekompletnym piet-
rem wiedzy. Kompensuje ono brak bardziej podstawowych wiadomosci i pozwala na
unikniecie bledéw. Kalkulator umozliwia wprowadzenie do nauczania daleko idacych
ulatwien poprzez trywializacje pewnych czynnosci, eksperymentowanie, wizualizacje
i koncentracj¢ uwagi na problemie zadania (Kutzler, 2000). Te role podkresla takze
D. Fielker, autor kontrowersyjnego artykulu, jaki ukazat sie na tamach ,, Timesa” w 1990
roku. Pisze on, ze wielu uczniom, ktérzy nigdy nie opanuja do konca pisemnego dzie-
lenia, kalkulator daje szans¢ postugiwania si¢ arytmetyka (Fielker, 1993). Badania po-
kazuja, ze w wyniku zastosowania kalkulatoréw graficznych uczniowie tradycyjnie
uwazani za mniej zdolnych moga osiagna¢ dobre wyniki, a czasami nawet lepsze od
reszty klasy. Wykorzystywanie kalkulatoréw jest korzystne dla uczniéw majacych pro-
blemy z wyobraznig przestrzenng, ucznidéw z klas specjalnych o obnizonych wymaga-
niach oraz dla tych, ktérym brak pewnosci siebie (Dunham, 2000; Demana, Waits,
1992).

Od wielu lat podejmowane s3 proby zmierzajace do podniesienia poziomu nau-
czania. Wiazg si¢ one przede wszystkim ze zmiang stylu nauczania, z zastgpowaniem
metod podajacych metodami problemowymi (Kakol, 1991). Okazuje si¢, ze odpo-
wiednio wykorzystywane komputery i kalkulatory moga przyczyni¢ si¢ do rozwoju
problemowego nauczania matematyki. Narzedzia te sa bowiem zrédlem wielu sytuacji
problemowych, umozliwiaja formulowanie nowych zadan tego typu, a takze ich wery-
fikowanie. W kalkulatorach dostrzega sie srodowisko spontanicznego uczenia sig, tak
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bardzo popieranego przez S. Paperta (Pisarski, Pisarski, 1999). Kalkulator stwarza
uczniowi mozliwosci uczenia si¢ poprzez osobiste zaangazowanie. Stwarza mozliwosci
samodzielnego konstruowania narzedzi i problemoéw oraz eksperymentowania przez
popelnianie i poprawianie wlasnych bledéw. Do tego jest bardzo poreczny, co ulatwia
korzystanie z niego w wielu miejscach, takze poza szkofa.

Autorzy licznych publikacji podejmujg temat momentu i celu wykorzystania tech-
nologii informacyjnej na lekcji matematyki. Zauwaza sig, ze kalkulator nadal bardzo
czesto jest narzedziem, ktdre stuzy przede wszystkim do pokazywania réznych aspek-
tow poje¢ matematycznych, a zatem zastepuje tablice i krede (Pisarski, Pisarski, 1999).
Podkresla si¢ koniecznos$¢ wykorzystania kalkulatoréw w tych momentach, w ktérych
nauczyciel spotyka réznorodne trudnosci — czesto niemozliwe do przezwycigzenia przy
uzyciu tradycyjnych metod nauczania i stosowanych do tej pory $rodkach dydaktycz-
nych (Dalek, i in., 1993; Kakol, 2002). Komputer i kalkulator powinny by¢ stosowane
tam, gdzie sg rzeczywiscie uzyteczne, kiedy bez nich nie mozna w warunkach szkolnych
efektywnie rozwigza¢ postawionego zadania albo gdzie ich zastosowanie otwiera nowe
mozliwosci nauczania matematyki.

Réwnolegle spotka¢ mozna tez jednak opinie, Ze naduzywanie kalkulatoréw i pro-
gramow komputerowych moze zniszczy¢ twdrcze podejscie ucznia do matematyki,
moze przeszkadzaé w subiektywnym odkrywaniu matematyki, a nawet doprowadzi¢
do intelektualnego lenistwa (Filip, Rams, 2000; Juskowiak, 2008).

W wielu publikacjach podkresla sie, ze ksztaltowanie umiejetnosci ,,kartki i otéw-
ka” powinno by¢ nadal wazng czg$cia procesu uczenia si¢ i nauczania matematyki. Au-
torzy tych prac dodaja, ze rola tak wykonywanych obliczen i tak ulegnie zmianie z racji
powszechnie dostepnych narzedzi obliczeniowych. Nauczyciele i dydaktycy wyszczegol-
niajg trzy drogi pracy z kalkulatorem oraz programem komputerowym:

- wykonanie rachunkéw na kartce i poparcie uzyskanych efektéw pracy przy uzyciu

kalkulatora;

- wykonanie przedstawien graficznych danych i wzmocnienie ich rezultatami ra-

chunkéw wykonanych na kartce;

- wykorzystanie tylko IT, kiedy jest ona jedynym $rodkiem pozwalajacym uzyskaé

rozwiazanie.

Dodaja, ze konieczna jest nieustajagca madro$¢ nauczyciela polegajaca na racjonal-
nym korzystaniu z kalkulatora oraz $wiadomos¢ celu, jakiemu stuzy¢ ma wykorzysty-
wany $rodek dydaktyczny.

Teorie i zagadnienia wyzej opisane zostaly wykorzystane miedzy innymi jako pod-
budowa teoretyczna oraz element motywacji do podjecia proby obserwacji pracy stu-
dentéw - przyszlych nauczycieli matematyki — z wykorzystaniem nowych technologii
w nietypowych zadaniach matematycznych, celem zdiagnozowania ich umiejetnosci
i przygotowania do pracy z uczniem w zakresie rozwigzywania zadan nietypowych oraz
zadan typu problem.
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METODOLOGIA, ORGANIZACJA BADAN, NARZEDZIA BADAWCZE

Opisane badania s3 badaniami diagnostycznymi?, zwigzanymi gtéwnie z rejestro-
waniem, analiza i oceng badanych sytuacji procesu uczenia si¢ i nauczania matema-
tyki. Celem badan bylo rozpoznanie i opisanie sposobdw rozwigzywania pewnej grupy
zadan matematycznych z wykorzystaniem narzedzi IT oraz metoda klasyczng przez
studentéw — przyszlych nauczycieli matematyki.

W szczegolnosci poszukiwano odpowiedzi na pytania:

- jaki rodzaj rozumownia matematycznego prowokuje narzedzie uzyte przez stu-

denta w toku rozwigzywania zadania?

- czy w obu sposobach pracy studenta nad tym samym zadaniem uzyty zostal ten

sam rozdaj rozumowania?

— jaka jest rola zastosowanego narzedzia w poszukiwaniu pomystu na rozwigzanie

zadania?

W badaniach zastosowano nastepujace metody i techniki badawcze?:

- obserwacja bezposrednia,

- wywiad oraz

- ilosciowa i jakos$ciowa analiza dokumentow, ktdre stanowity karty pracy oraz re-

jestracje pracy z narzedziem IT nad zadaniem.

Czas zbierania materiatu badawczego liczyt trzy lata. Ponizej scharakteryzowana
zostanie organizacja oraz przebieg badan.

Pierwszy rok badan:

W pierwszym roku trwania badan udziat wziety 4 studentki czwartego roku mate-
matyki specjalnosci nauczycielskiej.

Podczas kazdego ze spotkan studentki rozwigzywaly to samo zadanie matematyczne
najpierw z wykorzystaniem emulatora kalkulatora graficznego, a nastepnie metoda kla-
syczna.

Spotkania odbywaly si¢ raz w tygodniu przez okres jednego semestru.

Udzial w badaniach poprzedzony zostal kilkutygodniowym wdrozeniem studen-
tek w obstuge kalkulatora graficznego marki Casio fx-9860G Slim.

Wszystkie studentki posiadaly $rednig z wszystkich przedmiotéw powyzej 4.0,
z przedmiotéw dydaktycznych powyzej 4.5.

Studentki mialy nieograniczony czas na wykonanie zadania, jednak oba podejscia
musialy by¢ wykonane ciggiem - raz za razem.

Drugi i trzeci rok badan:

W kolejnych dwoéch latach udzial bralo odpowiednio 5 (1 mezczyzna) oraz 8
(1 mezczyzna) studentdéw pierwszego roku studiéw uzupelniajacych, kierunek mate-
matyka, specjalnos¢ nauczycielska.

Podczas kazdego ze spotkan studenci rozwigzywali to samo zadanie matematyczne
najpierw metoda klasyczna, a gdy mieli problemy z poradzeniem sobie z zadaniem,

2 Opis tego rodzaju badan zamieszcza W. Nowak (Nowak, 1982).
3 Za M. Lobocki (Lobocki, 2004).
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mogli uruchomi¢ dowolne dostepne narzedzi IT, tj. emulator kalkulatora graficznego
lub programy GeoGebra czy WinPlot. Jezeli student poradzit sobie (wg jego opinii)
z zadaniem metoda klasyczna, poproszony zostal o ponowne jego rozwigzanie z wy-
korzystaniem IT.

Spotkania odbywaly si¢ raz w tygodniu przez okres jednego semestru.

Udzial w badaniach poprzedzony zostal kilkutygodniowym wdrozeniem studen-
tow w obstuge kalkulatora graficznego marki Casio fx-9860G Slim; pozostale narze-
dzia byly studentom znane, wprowadzone byly na zajeciach z technologii informacyj-
nych prowadzonych na studiach.

Trudno moéwi¢ o $redniej z przedmiotéw, poniewaz badania odbywaly sie w pierw-
szym semestrze pierwszego roku studiow uzupelniajacych, o oceny z dyplomu licen-
cjackiego nie zostali zapytani.

Studenci mieli nieograniczony czas na wykonanie zadania, jednak oba podejscia
musiaty by¢ wykonane raz za razem.

ZADANIA

Do badan przygotowano 8 zadan matematycznych. Byly to zadania:

- nietypowe* albo

- zadania typu problem®.

Zadania zostaly tak dobrane, by kazde z nich mozna bylo rozwigza¢ z wykorzysta-
niem narzedzi IT.

Zaproponowana grupa zadan zostala wybrana na podstawie wcze$niejszych kilku-
semestralnych obserwacji samodzielnej pracy studentéw kierunku nauczycielskiego
nad ich rozwiazaniem. Przez zdecydowang wiekszo$¢ rozwigzujacych zadania wybrane
do badan byty klasyfikowane jako nietypowe badz zadania typu problem.

W pierwszym roku trwania badan studenci najpierw podchodzili do pracy z na-
rzedziem IT, a potem bez niego, w ten sposob chciano sprawdzi¢, czy i jaki wplyw na
postepowanie klasyczne bedzie mialo uzycie wybranego narzedzia.

W efekcie wstepnie postawionych wnioskéw po pierwszym roku trwania badan or-
ganizacja pracy nad zadaniem zostala zmieniona.

Analizie poddano:

— karty pracy z rozwigzaniami zadan;

- karty z odpowiedziami na pytania dotyczace przebiegu pracy z oraz bez kalkula-

tora;

— wnioski obserwatora, ktory towarzyszyl grupie oséb rozwiazujacych zadanie;

- nagrania z pracy z wykorzystanieniem IT, filmy z emulatora oraz filmy z pro-

gramu Camptasia, czy tez dynamiczne prezezntacje z programu GeoGebra.

* Niepodobne do zadnych sposrdd dotychczas rozwigzywanych (Schoenfeld, 1980).
® Zdefiniowane w czesci teoretycznej tego artykutu.
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ANALIZA 1 OPIS PRACY NAD ZADANIEM

Jak juz weze$niej wspomniano, studenci przystepowali do rozwigzania 8 réznych za-
dan, kazde z nich byto dla studentéw albo zadaniem typu problem, albo zadaniem nie-
typowym. Ze wzgledu na rodzaj dominujacych tre$ci matematycznych wybrano zada-
nia tak sformulowane, by prowokowa¢ albo uzycie narzedzi algebry, albo narzedzi IT,
w szczegolnosci ich graficznych mozliwosci, przy czym bardzo szybko okazywalo sie,
ze owe dostepne respondentom metody nie przynosza zamierzonego efektu, czyli nie
pozwalajg im szybko dojs¢ do rozwigzania zadania.

W niniejszym artykule analizie zostanie poddany przebieg pracy dwoch studentéw
- jednego z pierwszego trybu pracy, tzn. najpierw z wykorzystaniem narzedzi IT a po-
tem metoda klasyczna, i jednego z trybu pracy polegajacego najpierw na podjeciu proby
rozwigzania zadania metoda klasyczna i pézniej z IT - nad nastepujacym zadaniem:

Zadanie

Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych (x, y) spelniajacych réwnanie.
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Rysunek 1. Student 1 (rozwigzanie z kalkulatorem)
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Studentka wykorzystuje kalkulator, by dokona¢ sprawdzenia warto$ci wyrazenia dla
kolejnych calkowitych wartosci zmiennej y. Po wykonaniu 6 préb zarzuca ten sposob,
uznajac go za czasochlonny (przypomnijmy, ze obliczenia wykonuje z uzyciem kalku-
latora). Kolejny pomyst to narysowanie za pomoca kalkulatora wykreséw funkeji:

y=vVx*+x+1lorazy=vx*+x+ 11

Uruchamia opcje $ledzenia wartosci wspotrzednych punktéw nalezacych do wykresu,
zarzucajac po chwili i ten pomysl, znowu uznajgc go za zbyt czasochlonny. Podejmuje
probe sledzenia wartosci wspdtrzednych punktéw w tabeli, ale nie potrafi sobie poradzié
z realizacjg tego pomystu. Po chwili namystu powraca do wykresu, dokonuje zmian
w ustawieniach skoku wartosci argumentu podczas opcji $ledzenia wspotrzednych punk-
tow wykresu. W tym momencie studentka odnajduje wszystkie 4 rozwigzania.

INTERPRETACJA WYNIKOW

Studentka po przeczytaniu treéci zadania nie miala racjonalnego i gotowego pomystu
na jego rozwigzanie z wykorzystaniem kalkulatora. Przypominajac sobie kilka funkeji
tego narzedzia podejmuje cztery proby wykorzystania obliczania warto$ci wyrazenia,
szukania wartosci wspotrzednych punktéw na wykresie oraz w tabeli. Po kilku prébach
doswiadczenia w matematycznej przestrzeni ,udaje si¢” jej odnalez¢é poprawne roz-
wigzanie. Brak tu jednak refleksji nad tym, czy sg to jedyne rozwigzania, brak komenta-
rza dydaktycznego pokazujacego koniecznos$¢ uzycia formalnego rozumowania mate-
matycznego celem potwierdzenia znalezionych par liczb spelniajacych warunki zadania.

Studentka kontynuujac prace nad zadaniem bez uzycia kalkulatora, taki byt wymog
badan, ponownie zaczyna swoja prace od obliczania warto$ci wyrazenia dla kolejnych
catkowitych warto$ci y, o dziwo takich samych jak przed chwilg. Podejmuje sie trudu
rachunku, mimo iz przed chwilg przyznala, ze dla nich nie znajdzie poprawnych roz-
wigzan. Sg to bardzo zmudne rachunki, ktdrych jednak nie zaprzestaje, gdyz z pracy
z kalkulatorem pamieta, iz dla y = 11 i y = -11 odnajdzie pierwsze dwie poprawne pary
rozwiazan. Prace swoja konczy na tym wlasnie kroku.

INTERPRETACJA WYNIKOW

Studentka ponownie podjela si¢ pracy z wykorzystaniem prob w matematycznej
przestrzeni, przeliczajac wartosci wyrazania tak dlugo, az znalazla cztery pary liczb
spelniajacych réwnanie.

Oczywiscie sa to wszystkie rozwigzania, ale niestety i w tym przypadku studentka
nie podjela sie pokazania, ze nie ma wiecej rozwigzan. Studentka nie czufa potrzeby
sformalizowania swojej drogi postepowania, bo gdyby miafa §wiadomo$¢ stosowania
w poprawny sposob matematycznej metody, a nie wiedziataby jak to zrobi¢, z pewno$-
cig umiescilaby stosowny komentarz pod swoim rozwigzaniem.
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Rysunek 2. Student 1 (rozwigzanie bez kalkulatora)

Bt Srra et

Studentka rozumowala empirycznie w obu przypadkach, wykorzystujac kalkulator
i znajac potencjalnie poprawne rozwigzanie wzorowala sie na pierwszej metodzie uzytej
w podejéciu do zadania z uzyciem kalkulatora graficznego. Pomyst w pierwszym pode-
j$ciu zwigzany byl ze znajomoscia réznych funkcji kalkulatora graficznego oraz sposo-
bami ich wykorzystania podczas graficznego rozwigzywania réwnan stopnia pierw-
szego z jedng niewiadomg. Pomyst w drugim podejsciu zostal zaczerpniety z pracy
z kalkulatorem. Zdecydowanie narzedzie przyczynito sie do znalezienia rozwigzania,
gdyby studentka znata formalng droge rozwigzania rdwnania, z pewnoscig uzylaby jej.
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Rysunek 3. Student 2 (rozwigzanie bez narzedzi IT)

Student trzykrotnie podejmuje probe formalnego, algebraicznego rozwigzania za-
dania, stosuje heurystyki znane z rozwiazywania zadan typu problem, trzecie podejs-
cie jest wlasciwe, chociaz w pierwszym kroku student tego nie widzi. W dalszym po-
stepowaniu, ktdre nie zostalo tu zaprezentowane ze wzgledu na ograniczg liczbe stron
publikacji, student kontynuuje formalne rozumowanie, obliczajac poprawnie wspot-
rzedne wszystkich punktéw spetniajacych warunki zadania. Na koncu sprawdza po-
prawnos$¢ wykonanych rachunkéw.

INTERPRETACJA WYNIKOW

Student po kilku intuicyjnych prébach poszukiwania pomystu na rozwigzanie zadania
zastosowal rozumowanie formalne. Pomysl na rozwigzanie byt efektem wielu doswiadczen
w rozwiazywaniu zadan typu problem, podobnych typéw. Student uznal, Ze zadanie to jest
wiasnie zadaniem typu problem, nietatwym, ale tylko do czasu odnalezienia pomystu.
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Rysunek 4. Student 2 (rozwigzanie z Geogebra)

Powyzszy komentarz studenta najlepiej oddaje jego brak pomystu na formalne wyko-
rzystanie tego narzedzia w procesie rozwigzania zadania. Owszem, student wykorzystat
graficzne mozliwo$ci programu Geogebra, narysowal wykres funkcji, po poprawnym jej
przeksztalceniu. Potrafi odnalez¢ rozwigzania zadania z wykorzystaniem opcji Sledzenia
wspolrzednych punktéw wykresu, ale widzi, ze to narzedzie w taki sposob wykorzystane
nie daje gwarancji na udzielenie odpowiedzi na pytanie o wszystkie mozliwe rozwigzania.

INTERPRETACJA WYNIKOW

Student w pracy bez narzedzi IT odnalazl pelne i poprawne rozwigzanie zadania, nie
musial ucieka¢ sie do poszukiwania pomystu z wykorzystaniem IT.

W pracy z programem komputerowym korzystal on z zupelnie innego pomystu na
rozwigzanie zadania. Student miat $wiadomos¢ funkgji, jakie posiada to narzedzie, dla-
tego postanowit wykorzysta¢ jego graficzne mozliwosci. To takze jedna z heurystyk -
zwizualizuyj tre§¢ zadania. Student po ponad godzinnej pracy dochodzi do wniosku, ze
poza intuicyjnym rozwigzaniem nie moze zrobi¢ nic wigcej, a to go nie zadawala. Uznal,
ze z komputerem nie potrafi rozwigza¢ zadania, ale w przeciwienstwie do narzedzi al-
gebry Geogebra wymusza na rozwigzujacych postawienie pytania o liczbe rozwigzan
i uzasadnienie postawionej odpowiedzi. Przywolujac opisang powyzej prace studentki
widzimy, Ze wniosek postawiony przez studenta nie jest oczywisty dla kazdego przy-
sztego nauczyciela matematyki.
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PODSUMOWANIE

Mimo iz szczegétowej analizie poddano na razie dwa sposrdd o$miu zadan roz-
wigzywanych przez studentéw w czasie trzyletnich obserwacji, a w artykule opisano
fragment wynikow jednego z nich, to juz mozna podja¢ probe sformulowania wstep-
nych wnioskéw o sposobach pracy (rozumianych jako przyktady rozwigzan) przysztych
nauczycieli matematyki z zadaniami nietypowymi oraz z zadaniami typu problem na
drodze pracy z wykorzystaniem narzedzi nowych technologii oraz metoda klasyczna,
tzw. metodg ,kartki i oléwka”. Pamieta¢ nalezy jednak, ze kazde z zadan uzytych do
badan wymagalo innych umiejetnos$ci oraz innej wiedzy. Sposéb podejscia do zadania
uzalezniony byl zatem zawsze od indywidualnego bagazu doswiadczen merytorycz-
nych rozwigzujacego. Czym innym jest znajomo$¢ zabiegdéw heurystycznych poma-
gajacych odnalez¢ pomyst na rozwigzanie zadania, ktére to s3 zawsze uniwersalne.

Analiza pracy studentéw nad zadaniem opisanym w artykule pozwala sformutowaé
nastepujace wnioski.

Rozwigzania bez kalkulatora byly klasycznymi rozwiazaniami, mimo iz pierwsze
podejscie bylo z wykorzystaniem kalkulatora, tj. z wykorzystaniem algebraicznej me-
tody pracy i technik charakterystycznych dla rozwigzywania réwnan, na drodze:

1) ustalenia jednej ze zmiennych stal,

2) znalezienie wzoru ogdlnego,

3) poszukiwania rozwigzania poprzez podstawianie konkretnych wartosci liczbo-

wych do wzoru.

Wiekszos¢ studentek nie uzyskala na tej drodze pelnego rozwigzania zadania; jedna
nie potrafita rozwiaza¢ zadania metoda klasyczng. Stosowaly wnioskowanie empiryczne
oraz rozumowanie intuicyjne. Praca z kalkulatorem polegata na probie wykorzystania
jednej z dyrektyw heurystycznych - ,,sporzadz wykres”. Sledzenie przy uzyciu opcji
»trace” wartosci funkcji dla zadanego argumentu doprowadzito wigkszo$¢ studentek
do uzyskania cze$ciowo poprawnego rozwigzania zadania. Zadna ze studentek nie byta
pewna swego rozwigzania i nie dociekala liczby wszystkich rozwigzan zadania. Zdecy-
dowanie fakt, Ze najpierw podjeto prace z wykorzystaniem narzedzi IT, nie wptynat na
znalezienie pomystu, dzieki ktéremu studentki mogtyby uruchomi¢ formalng droge
pracy. Brak fazy refleksji w procesie rozwiazywania zadan typu problem.

Studenci bioracy udzial w dwdch kolejnych latach obserwacji pracowali najpierw
bez kalkulatora czy programu komputerowego, a pdzniej wlaczali do pracy te narzedzia.
Zdecydowana wigkszo$¢ studentéw w pracy bez IT podejmowala si¢ rozwigzywania
zadania na drodze wnioskowania empirycznego, podstawiajac konkretne wartosci licz-
bowe do réwnania, czy tez podejmujac probe odczytania rozwigzania z wykresu na
drodze kolejnych przyblizen. Najczesciej rozumowali intuicyjnie, dochodzac do roz-
wigzania cze¢$ciowo poprawnego, a czasami podejmowali formalng droge pracy, do-
chodzac do pelnego i poprawnego rozwigzania, takich przypadkéw bylo jednak naj-
mniej. Pomystu szukali wérdd znanych dotychczas metod pracy z réwnaniem. O dziwo,
majac problemy z uzyskaniem rozwigzania metodg klasyczng, nie podejmowali proby
uzycia kalkulatora czy programu komputerowego do odkrycia pomystu na rozwigza-
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nie zadania. Bardzo cz¢sto studenci nie potrafili w ogdle efektywnie wykorzystaé na-
rzedzi I'T, nie wiedzieli, w jaki sposdb uzy¢ dobrze znanych im funkcji i mozliwosci na-
rzedzia.

Brak jeszcze przekonania wérdd studentéw do efektywnosci pracy z wykorzysta-
niem narzedzi I'T, brak umiejetnosci strategicznego postugiwania si¢ narzedziami IT,
mimo iz studenci posiadajg wiedze o ich mozliwo$ciach. Brak jeszcze $wiadomosci, ze
narzedzia I'T mogg pomdc w odnalezieniu pomystu na rozwigzanie trudnego zadania.
Istnieje zatem potrzeba wdrozenia tych narzedzi (programy komputerowe, kalkulatory
graficzne) na poziomie studiow w ramach zaje¢ dotyczacych metod rozwigzywania za-
dan i nauki ich strategicznego wykorzystania. Podobnie z umiejetnoscia rozwigzywa-
nia zadan nietypowych oraz zadan typu problem metodg klasyczng. Okazuje sie, ze
wiedza o efektywnych sposobach rozwigzywania tego typu zadan czy tez znajomo$¢é
listy zabiegéw heurystycznych nie wystarcza do tego, by umie¢ ich uzy¢ w celu odna-
lezienia pomystu na rozwigzanie zadania.
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IDEA AND REASONING IN THE PROCESS OF ATYPICAL SOLVING:
CLASSICAL METHOD (PAPER AND PENCIL METHOD) AND IT METHOD

ABSTRACT: This paper describes a study to examine and describe efforts to solve a group
of mathematical tasks using IT tools and the classical method by future math teachers.
It describes two students’ work on one task. The collection period of the research ma-
terial was three years. During that time, 17 students (after several consecutive years of
research) taught in the Faculty of Mathematics and Computer Science at UAM in Poz-
nan, Poland, tried to solve eight different tasks in two ways: using IT tools and without
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them. The study tries to answer the following questions: Can future math teachers use
IT tools to solve difficult tasks, or do these tools help them find an idea to solve a task?
Do the students work to solve tasks in the same way using IT and the classical method?
Are they ready to organize the process of learning and teaching aimed at discovering
mathematics by solving atypical tasks?

KEYWORDS: typology of mathematical tasks, atypical tasks, mathematical problems,
reasoning, idea of task solution, new technologies in mathematics lessons
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